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摘要

在大学的物理课堂上，介绍天体运动部分大都是以地月或者是太阳地球为研究对象，但是太阳系

并不是一个孤立的体系，他还包括八大行星，其余的行星都会对地球有作用力，从而会对于地球轨道

产生一定的扰动，不满足经典的椭圆稳定轨道，本文以木星为例，详细阐释木星通过引力作用对地球

轨道偏心率的机制，结合数值模拟方法，实际观测分析手段，对考古学中米兰科维奇循环即“40.5 万
年周期”现象进行解释与延申。

1 基本假设

我们已知太阳质量 Ms = 1.989 × 1030kg, 地球的轨道半长轴是 Re = 1.496 × 1011m, 即为一
个天文单位，轨道离心率是 ee = 0.0167 木星的轨道半径是 Rj = 7.79 × 1011m, 大约为 5.204 个

天文单位，轨道离心率为 ej = 0.048, 由于地球与木星都是在离心率很小，两者之间的引力势能相
比于各自于太阳之间的引力势能是周期性变化，而这里研究周期是以年来计算，因此每年之间的

引力势能的变化量是无穷小量，因此假设木星与地球各自是能量守恒的，同时 ee,ej 也各自是无
穷小量，可以把木星和地球各自看成是以恒定的角速度运动。

2 引力势能

首先我们来推导离心率变化量 ∆e 与物体的角动量变化量 ∆L 的关系

对于一个质量为 m 的物体绕 M 的物体在一个偏心率 e 非常小的轨道上运动，满足能量守

恒，角动量不守恒
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e =

√
1 +

2EL2

G2M2m3
(1)

即为e2 − 1 =
2EL2

G2M2m3
(2)

左右取微分，由于 e 与 L 的变化量都是小量，因此可以近似为∆f =
df
dt∆t (3)

于是有2e∆e =
2E · 2L∆L

G2M2m3

即为∆e =
2EL∆L

G2M2m3e
(4)

由于E =
1

2
mv2 − GMm

r
= −GMm

2a
是物体的能量, 其中 a 是半长轴, 而且由于 e 很小, 近似看成圆周

运动，从而由于万有引力提供向心力m
v2

r
=

GMm

r2
⇒ v =

√
GMm

a

由于L⃗ = r⃗ ×mv⃗, 于是有∆e =
2(−GMm

2a
) ·m

√
GMa∆L

G2M2m3e
= − ∆L

m
√
GMa

(5)

然后我们来推导以太阳为焦点建成的极坐标系下的极径与时间 t 的关系

由于 e 是小量, 物体的运动可以近似看成是圆周运动，于是有θ ≈ ωt

从而由于极坐标公式r =
p

1 + e cos θ =
p

1 + e cosωt , 而且由于 e 很小从而有r ≈ p · (1− e cosωt)

由几何关系可知p =
b2

a
=

a2 − c2

a
= (1− e2)a得出r = a(1− e2)(1− cos cosωt)

忽略高阶小量，r = (1− e cosωt)a (6)

我们记 ∆θ = θe − θj , 于是有

图 1: : 相关量示意图

木星对地球的引力F⃗je =
Gmemj

r2je
,由余弦定理 (7)

在∆OAB中有r2je = r2e + r2j − 2rerj cos∆θ (8)

从而由角动量定理
dL⃗
dt = M⃗ →
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dL
dt = r⃗ × F⃗ , 而这一题中对于|r⃗| = re, (9)

而Fje已经求出，而对于F⃗和r⃗的夹角α满足 (10)

sinα =
h

rje
=

rj sin∆θ

rje
即为

dL
dt = − Gmjme√

(r2j + r2e − 2rjre cos∆θ)2
· rerj sin∆θ

rje
(11)

= − Gmjmererj sin∆θ√
(r2j + r2e − 2rjre cos∆θ)3

(12)

由于 e 是小量，有上述讨论中，re = (1− ee cosωet)ae, rj = (1− ej cosωjt)aj (13)

同时有r2e ≈ 1− 2ee cosωet, r
2
j ≈ 1− 2ej cosωjt,带入后有 (14)

令η =
mj

me

= 5.204, 则

dL
dt = −Gmemjaeaj

a3e
·

(1− ee cosωet− ej cosωjt) sin∆θ√
(η2(1− 2ej cosωjt) + (1− 2ee cosωet)− 2η(1− ee cosωet− ej cosωjt) · cos∆θ)3

(15)

记后面的一串式子为 f(t), 则dL
dt = −Gmemjaeaj

a3e
· f(t) (16)

因此令k =
ωe

ωj

= 11.86,令o = ωjt,从而有ωet = ko,∆θ = (k − 1)o

于是

∫ T

0

f(t)dt =
1

k − 1
· (17)∫ M

0

(1− ee cos ko− ej cos o) sin(k − 1)o√
(η2(1− 2ej cos o) + (1− 2ee cos ko)− 2η(1− ee cos ko− ej cos o) · cos(k − 1)o)3

do (18)

从而∆L = −Gmemjaeaj
a3e

∫ T

0

f(t)dt (19)

于是我们有了 ∆L 的表达式，将其带回到 ∆ee 中去, 要求出 e 变化的周期即为 ∆ee = 0, 同时
要满足是以年为单位 (否则无法保证对于 E 的周期性)。同时要求出 ∆ee 的最大值从而可以求出

离心率的变化范围，同时由于变化幅度不大，在积分的过程中将 ee, ej 视为恒定的值，于是由 c
语言控制以 593 年为一个周期 (此时木星与地球的初相位都回到了原本的位置)(代码见后)，经过
计算发现，对于 w 的最大值与最小值之间的差为 0.02，带入 ∆ee 中有地球的离心率变化范围是

0.0167±0.0226, 即为 0 到 0.0393 之间，而对于 e 的变化周期，得出时间为 M × 11.86� ≈ 25.5��
有文献指出木星会导致地球的偏心率以 T�� = 40.5�� 的周期变化，而以本题理论计算得到的

数据 T�� 相比差为 η = 1− T��
T�� = 0.36 ，而对于变化范围则也为 η2 = 1− 0.0393

0.0607
= 0.36。

3 数据分析

由于理论计算和实际的结果都是同一量级的，说明我们的总体模型没有错误，木星对于地球

的离心率主要是在角动量上面影响，但是由于还有 0.35 左右的误差。
第一点可能是在 ∆e = 2EL∆L

G2M2m3e
从 0 到 T 时刻积分的之间 E 不能看成常量，即为 ∆e =

2EL∆L+L2∆E
G2M2m3e

中，E = −GMsme

2ae
+ Gmjme

2rje
虽然后一项是小量，但是木星会使得地球的半长轴变长，

从而会使得 ∆E 不可忽略，对于 ∆ee 产生影响。
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第二点可能是对于近似过程中，虽然 ee, ej 都是小量，但是在对于将木星与地球的极角 θ = ωt

时会产生误差，同时对于 r = a(1 − e cos θ) 这一步泰勒展开时也会产生误差，因此这也会对于
∆E 产生影响。

第三点是木星与地球不在同一黄道面上，两者轨道之间会有一定的影响，从而对于地球的角

动量的变化量上的计算上会产生一定的误差，还有就是对于积分计算的时候由于无法求出原函数

只可以求数值解而对于 dx 取值不够小导致的误差。
综上所述，本文用经典力学的方法，结合计算机技术初步探究了木星对地球轨道偏心率的周

期性影响，未来希望可以提高计算精度，考虑更多因素进一步完善太阳系形成和演化的理论模型

以对地球气候等方面提供参考。

前文代码如下

#inc lude <s t d i o . h>
#inc lude <math . h>
us ing namespace std ;
double func ( double x )
{

double f e n z i =(1−0.0167∗ cos (11 .86∗ x ) −0.048∗ cos ( x ) ) ∗ s i n (10 .86∗ x )
;

double fenmu =5.204∗5.205∗(1 −2∗0.048∗ cos ( x ) ) +1∗1∗(1 −2∗0.0167∗
cos (11 .86∗ x ) ) −2∗5.204∗(1 −0.048∗ cos ( x ) −0.0167∗ cos (11 .86∗ x ) )
∗ cos (10 .86∗ x ) ;

fenmu=sq r t ( fenmu ) ;
f e n z i=f e n z i /( fenmu∗fenmu∗fenmu ) ;
return f e n z i ;

}
double c a l c ( double min , double max)
{

double t =0.0001;
double sum=0;
for ( double i=min ; i<max ; i+=t )
{

double nowy=func ( i ) ∗ t ;
sum+=nowy ;

}
return sum ;

}
int main ( )
{

f loat o=0;
double sums=0;
double z=−1;
while (1 )
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{
sums+=c a l c ( o , o+1) ;
double q=sums ;
o=o+1;
i f (q<0) q∗=−1;
i f ( z<q ) z=q ;

i f (q <(1/(10000000.0) ) )
{

p r i n t f ( ” years :% f \n” , o ) ;
p r i n t f ( ”maximum:% f \n” , z ) ;
return 0 ;

}
}

return 0 ;
}

结果

图 2: : 程序结果示意
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